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Résumé

Cet article étudie le probleme de controle d'un systéeme stochastique d’équations différentielles. On se
propose de trouver un contrdle optimal tel que la probabilité que I'extrémité droite de la trajectoire du
mouvement stochastique associé 4 ce systeéme atteigne une région X de I’espace R".

La fonction coiit est J(ut) = P(x(T) € X)

oll P(x(T) e X) désigne la probabilité pour que I'extrémité droite x(T) de la trajectoire stochastique arrive
dans X.

Iei, x = (x,...,x,,) est une fonction vectorielle dont chaque composante est une variable aléatoire suivant la
loi normale, T est un nombre réel strictement positif.

Mots-clés : Contrdle optimal, systéme stochastique, matrice fondamentale.

Optimal control for a linear stochastic differential equation

Abstract

In this paper, we study an optimal control problem for a stochastic system.

Our aim is to find an optimal control such that the right extremity x(7) of the associated stochastic move-
ment trajectory reaches some area X of R".

The functional J defined by: J(1) = P(x(T) e X) is the criteria where P(x(T) € X) is the probability for the
right extremity x(7) of the stochastic movement to reach the area X

Here, x = (x,...,x,) is a vectorial function. The components of x are random variables belonging the
normal law, T is a positive real.

Keywords: optimal control, stochastic control. fundamental matrix.
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Position du probleme

Modele mathématique étudic
Considérons le svsteme d'équations différentielles ci-dessous :
N = A () + B(ru(e) + Cla)Yir) + fir) (Eq)

qui gouverne le mouvement d un objet x. Le vecteur x = (x;,....x,,) dont les composantes sont
des variables aléatoires suivant la loi normale, est le vecteur d'état de phase. u = (uy,...,u1,) esl

le vecteur de controle et Y= (v,....y,,) est un vecteur dont les composantes v,(7),...,y,,(t) sont

des processus probabilistes continues pour 7 « [0,T] ot T désigne un nombre strictement positif
fixé.

Les matrices A. B. C de types respectifs (n,n), (n.r), (n,m) ainsi que la fonction vectorielle, fa
valeurs dans R’ sont continues sur [, T].

Espérance mathématique et variance de la solution x(7) du systeme (E,)

Désignons par Z(1) (matrice d’ordre n) la matrice fondamentale du systeme homogene :

\(.’)': A (r )\‘
La solution x(1) de I"équation (E) vérifiant la condition initiale x(0) = x”
s"écrit sous la forme :
X =Z(0)x°+ 8 Z)olBiot) + fit) + CoY(T)ldt
En effet :

Posons x = Z(1)z ()

Alors z(0)= x° et x = é(l): +Z(t ):" (2)
(2) s’obtient aprés dérivalion.relativemenl a t des deux membres de (1).

Remplagant dans (Eq) x et X par leurs valeurs données en (1) et (2) ; il vient I"égalité :

7O +20)z = A2k +BOu+ Y + 1() @
D autre part

70)=40)z0)= 70k = 4z x

Par suite (3) donne I'égalité

4) Z(t):7 = B(t).' + C(t)Y - _/'(r), Z(t) étant inversible, on déduit de (4)

) == 27 OBOu+2 OOy + 27 () ()

Par intégration des deux membres de (5) on obtient la relation :

©) 2()-=2(0)=[ 27 @ [BE )+ CE @)+ £kt
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Multipliant les deux membres de (6) par Z(t) et remplagant z(0) par x°. on trouve :

D) Z0F0)= 200+ [, 202" @IBEME)+ CEN @)+ S@hie

De la relation (7) on déduit I'espérance mathématique de x(t), soit :

BG0)= Z0E)+ [ 2002 CIC@ECE)+ @ + [, 207 @BEu()dr ©)
Notons a(1)....,a,(1) les composantes du vecteur E(x(1))

Pour s = /,...,n, 'on peut écrire ay(t) sous la forme :
a,)=a! O+ Yo, ), @)dr O
j=I

avec

0 i N
af_ )(.'). s“* composante du vecteur ci-dessous :

20 )+ [ 207 @ICEECE) /6 ldr

01, 7) €lément (de la §“" ligne et de la j° colonne) de la matrice Z(1)Z"' (7)B(7).

Si nous désignons par p° (f) la variance des composantes v (7) de x on a :
s (I): E[\'\ (!)—u\ (1 )] LA M I
Formulation du probléeme

Espace de controles

a) Désignons par I I'ensemble des fonctions vectorielles g = (g;..... g,) définies sur [0.T] a
valeurs dans R, chaque g; j = /. 2...., rest continue par morceaux sur /0,77, ses points de dis-
continuité sont de premiére espéce et sont en nombre fini.

b) Métrique sur I"

[" est un espace vectoriel, munissons le de la norme ci-dessous : .

Soit g = (g,....z,) définies pp sur lo.7 | a valeurs dans /R
Considérons la fonction g . j=l..r et notons ¢ les points de discontinuités de premiéres

espécesde g, : O<itf <..xt! <T.

g, (t)si telo. t| g 05t ve Jel L}

" : P s ) :

On pose g (1) = llmgl.(l),.w =0 . g (1) = I|mgf(1},,w psit! :
—0* ’

!img]_(f), St =i

=)+

Iimgf(f)..w' e

]
!

1=1,- 1=T=
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g(0,sive il
g ()= limgj(f).si r=t!

. ’ (10)
Iimgj(r),_vf t=t,
Alors pour i=0,...,n : la fonction E,' est continue sur [t31, ]-
i
On pose maintenant Igll = Max| Max Sup g .(f ; (11)
1€)<r 5 f
0<isn
I o
1€ty i; +!:|

On obtient que | || est une norme sur I".

Le sous ensemble U de I' formé des éléments (gy,....g) € I"tel que

lgl < 1 constitue

I’ensemble des contrdles admissibles.

Fonction cotit

Les controles u(t) agissant sur le systéme physique considéré visent a ce que la variable aléatoi-
re X, issue de la valeur initiale x° donnée au temps t = 0, arrive au temps t =T dans le sous-
ensemble X de R, défini par :

x = {(.r1 k. Ye B }\', IS Eos l.\‘”’ | Sl ok, € Riwyit, € R}

ny fixé, 1 =nj; =n, !j >0pourj=1,.,ny;etsin; <n,
onau, ., Rpour! =p sn-ny.

La fonction coit J(u) = p(x(T) € 1), désigne la probabilité pour que x(T) extrémité droite de la
trajectoire stochastique du systéme arrive dans .t

Si nous supposons en outre que les variables aléatoires x;(7T)...., x,,(T) sont indépendantes alors
la fonctionnelle J(u) peut s’écrire :

J6)= p(c)e 2)= p Lo, Oh5, @), (D) 1)
= p(pr @) e p(fx, @)|<1,)
puisque p(X;,;4+ x € R) =1 pour 1 <k <n-n;

A]or§ JW)=J,W)x..x J,,.(H)
Avec

5 1 #, (\'_i —-a; (r )) _
O T m "[ EZONA

pour j=1,2,...,n
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Pour (12) on peut se reporter a (VENSTEL, 1973)

Probléme posé

Trouver dans le cas 2 <nj; =n un contrdle optimal u = (uy,..., u;) telle que J(u) soit maxi-
male.

Existence d’un control optimal

Pour le cas d’un probléme a une seule variable x |, (c’est-a-dire pour nj = 1), on sait déterminer
un contrdle admissible u rendant J(u) maximal (cf. § III, 3°). ( ZOUBOV,1978)

Pour ny =2 le probléme est a notre connaissance ouvert. Nous nous proposons de le résoudre
dans ce cas moyennant les hypothéses ci-dessous :

Hypothéses de notre étude
On suppose :
H,) Les éléments des matrices A(t), B(t), C(t) et du vecteur f{r) sont continus sur [0, 7).

. o = 1<j<r
H,) La matrice B est choisie de maniére que les composantes (z, i (r.r))l ol
>5=n,

de la matrice Z(t) Z'(7) B(t) soient strictement positifs et assez petits (cf. § III, 1°)
H;) L’état initial x° et le contrdle admissible «° (élément initial de la suite récurrente v "y sont
choisis afin que I’on ait :

a (T)<0, -1 <a,@°)<0 (cf. § III, 2°).

Proposition

Soit u#° un élément de I’ensemble U tel que pour tout j = /7,..., r, u; (t)< 0 pour tout ¢
La suite récurrente (v ') définie par

ve=u°

y u® + 0 avecB® e U-.OéB, (f)s 1,Vte IO,TI
le N

est une suite qui converge dans U.

o . limJ( ")
De plus salimite n réalise J(n): ;
| — oo
Démonstration
[1] Remarques
- Ilestimmédiatque u° € U et@°e U

- ¥Miyley
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Eneffet :
o

u
—€ U puisqueu®e U

2

. , e 2 . u (t) fu’ @)
Pour j=1, ..., r, pourt€[0,T] on choisit u; <0 (cf. § III, 2°), donc <0et > <1

pour re [0,T]
On déduit aussitot que pour tout t€ [0,T]

u (t ) o o
'§)+9A(t1ﬁl‘ pdrsuite;(ie Cet@°c I‘)::»(.H_+G°JEU
2 o o 37

It est immédiat que

- "l . o
lmlllu o 8
[ — +oo

. Par conséquent v/ — 8°€ U.

[2] Autres Résultats

Lemme 2.1

Soient u, v € Utels que:
la(Tu)| < |la(T,v)| pours= 1, ..., n, Alors J(ut) > J(v).
En effet :

Pour s donné, J (li)=

1 J-L " (x.—a, ki u))
D (T W * 2DX(T) ax,
Rappelons que la variance D?(T,u) est indépendante de u, d’ol la notation,
D(T,u)= D(T) ;
On observe que :
- pourles u tels que a(T,u)>0 ; J, croit lorsque a(Tu) décroit.
- pourles u telsque a(T,u)<0; J, croit lorsque a,(7,u) croit.

En résumé |a(T,u)|< |a(T,v)|= J(u)>J(v)
Comme J (w)>0 pour tout we U, |a(w)| <,

On déduit alors :

J(u) = H J (u)> H} v)=J0)
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Lemme 2.2

La suite (v')eN vérifie a,(V)<0 pourtout IEN et pourtouts =1, ..., n,.

( )+8 (@) )dr

En effet : a( )*a (T)+I Z%(T T

Par hypothése 4, (T')<0 et |a, (T,r]~ 0,

ce qui implique :

Vi, as(v")<0

Lemme 2.3
vie N, J(6"' )>J(')

Preuve
Ona:

a. (r ')—u ( ) J‘“ Z ‘t:u?’(z;)*ué_(’r)_:ldr

Sl j'”Za u,(@)dr>0

dott a(v™)>a(v')

Vi, a(v') < 0 er a(v'')<0

a(v'"')> a(v') implique [a,(v"*")| < |a(v")]

pourtout! € N*ers=1, ..., n,

En vertu du Lemme (2.1) il s’ensuit I"inégalité
Jov ™) > J(v') pour tout /.

Lemme 2.4
La suite (J(v')), converge dans R.

Preuve

0<J(v')<1 pourtout s=1,.. n et pour tout/ € N,ona J(v')= HJ GJ')S 1.

s=]

it / e 5 2 2 <
La suite (J(v ),:',_,_. est une suite de réels, monotone croissante et majorée. Par consequent
cette suite converge vers un réel noté L = lim.J(v g
[ — +eo
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Lemme 2.5

La fonctionnelle J(u) est continue

Preuve
a (T.u)=a (T)+ I(TiaS«'(T’T)“J ()de, 5= 1, o 9
3=l
Considérons les fonctionsa, - u = afTu) et F.: R—[0,1]
Y ] L x,-A)
5 F VAN e
S .\/EDS(T)J-"seX ( 2D (T)

= a/(T.u) est une fonction continue en u.

Noter que

b (o) e, (v = ’[:i;asi(ﬁrﬁ:f(ﬂ—vi ©Viel< [T S o ffe, @), Gie

L application 7 — « (T,7) est continue sur [0,7] : il existe donc une constante positive

K (T)elle que |a(T,7)| <K /(T) sur[0.T].
Ond durlin galit

L) —a Ty K O [ @)= @ lr avee (K ()= maxk (7))

Frak” s g 7
TR (Tir ”r = \H‘
f'\'”f - 1'"1 avec K =rTK(T)

autrement dit  a.(1t) est une fonction continue en u.

2.5.2 F. estune fonction continue en A

Pour ce faire. considérons /. :A— [, (.\'.)h)z cxpL -2-75—(]-—}—

(& -4) ]
Pour x € [-[,]]etAe R.ona
(\ o ) <0 etparsuite 0 <ex ( A)—
D (r) 20}(r) |

donc lf( A)s J_D @)

1
La fonction constante /1: x = ————
21 D (T)

est intégrable sur [-, [/
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En vertu du théoréme de continuité des fonctions intégrales il s’ensuit que :
F,:R— [o.1]
s

A’ = J‘—I' js (xs ’)L}Ix.\'
est continue en tout point A € R.
On déduit que

, —a ([T,u))

Jooue=d . I J'f exp| — -—-——--——(x‘ a_;( o ))- 7
or D) 207 (7)

J, composée de fonctions continues F, et a, est par conséquent continue en u.
n .

Alors J(u)=]]/, (@) est continue en tant que produit des fonctions continues
&=1

L), s=1. ..., 05

[3] Conséquence
J(u) continue implique

limJ (')_ J[ lim ]: JO.)=1

[ — oo [ — oo

Théoréme
Le contrdle z, défini par :‘I' =+1 pourj= I ..,r maximise la fonctionnelle J dans U.
Démonstration
Remplagant 0° par z° dans (§ I, 2°), on déduit que
u® . -
v/ =—+2z°eU etlim v''=z° (dansT)
2

i | — e
Par conséquent

lim J, (v’ )= J.(=")
| —eo
Par hypothése on a :

i) Vs, a.(T)<0, a (T)+ IJ'Z

i1) Le controle admissible z° = e:’z:’) tel que pourtout j =1L, vy 1 ;
0 o —— .i . .
z; (t): —sgn Q:s (T).'ij (T,t ))= +1 maximise moyennant les conditions (i) ci-dessus, la
fonctionnelle J(v) dans U ;soit:  J, (Z°) =max J’_(v)
vel

ay(T.7) dr <0 (cf. § 1L, 2°)

iii) J(z°): HJ_‘, (z°) est par suite un maximum de J(v) dans U ; autrement dit z° est
s=1

un contrdle optimal de J.
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Appendice

Proposition
A toute matrice fondamentale Zrelative au systéme (E,) on peut associer une matrice
B(t) continue sur [0.7T] telle que a(T.7) > 0 pour tout s=1,..., n et pourtoutj =1,..., r.

Démonstration
Rappelons la formule de Cauchy donnant I’ expression de la solution x(z) du systéme
(E,). dsavoir : '
xt)=Z(: o+ I: Z@O)Z " @)BEu@)+ £ @)+ C@)r(o)dr
ot Z(t) est la matrice fondamentale du systéme
[x(e)= A)x(r)
1x(0)=x°

Les a(T.t). s=I...n:j=1...,r sontlescomposantesde la matrice Z(T) Z'(1) B(1).

o . =8SH
det(Z) #0 (cf. PONTRIAGUINE. 1969 ) permet de trouver pour tout (OK_V(T,T))][ s
=J=F
: I<s<n g o .
une matrice B(r)= Q?U (1' ))] i telle que 1"égalité ci-dessous soit vérifiée ; soit :
Sjsr

ZT) Z'(t) B(r) = (0 (T, 1))

Nous pourrons en particulier choisir les (c) tels que pour tout

7€ [0T] 0 (T.1)>0et T 7)aussi petit que I’on veutet cela pour tout j= /,..., r etpour
tout &= 1., n

Proposition
Il existe un état initial x°¢ R" et un contrdle admissible «° tels que pour s=1,...,n,,

a,(T)<0 et -1, <a,(°)<0.
Démonstration
On peut trouver dans U (ensemble de controles admissibles) un contrdle noté

u® = Qa g ) dont chaque composante est strictement négative.

Les (a_q. (. r));s ., loutes positives quel que soit s, donnent
(}3)2:T a_‘_,(T,T)uj (r)<0 pour s=1,....n,
a. ()= ( 20EE) [ 20)27 Ol @)+ @Y €)lar )
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Z(T) E(x®) dépend de I"état initial x°, il est donc possible de choisir la s composante du
vecteur x° arbitraire afin que

a.(T)= (2T E(°)), +[IGTZ(T)Z"(T)[I'(T )+C(r )}’(T)Id‘r’] <0, lorsque |’on connait les
matrices Z, C et les vecteursfet Y.

Rappelons que (E(x°)), =x, P(X =x])

Pour x: judicieusement choisi on obtient a:(T)< 0

puisque Z(T) et L)T Z(T)z"' (0)[f @)+ Cz)r(z)ldr  sont des grandeurs fixées avec les
données.
Si a.(T)<0, ilvientque: (cf. (B))

a,w)=a; )] Za (7.7)u (e )z <0

Un choix judicieux de x° etdes &, donne :

A o<a (u®)< 0 (y)
Cette condition implique |@,(z°)| </, puisque a, estune application continue et que pour
tout

p =1, |la(v”)| < |afu®)| <,

Rappel des résultats dans le cas n,=1
Pourn, =1, J(u)=J4u) (c’estadire s=n,=1)
hy 1 (x -a, (T)) i

J,(u):L.m exp[—W]dx
Désignons par u° = Qn ,...,u:) un controle optimal de la fonctionnelle J,.

Plusieurs cas ont été considérés pour déterminer un contrdle optimal, ces divers cas
sont étudiés relativement 2 «a, (7).

1Zcas: o (T)=10

Alorsu® =0, défini par t_r(.f): 0 pourtout 1 € [O,T] constitue un contrdle optimal.

2cas: a,(T)>0 et a,(T) E S, (T.t)dr>0

) et | |

Alors 2°défini par :
o 71 w; =1 R fire o ) . _
Vi€ 0.T), Yj=1l,r u;{t)==senfa (T )y, (T.u)] ie u (T)=-1
esi un controle optimal de J,.
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3cas i a, (T)>0 et 4 (T)- J.UT 2 |Ot,f. (r, T}dr <0
j=l
Soit ¢, la plus petite valeur de [0.T] réalisant

a,T)- " 2|a,,(f, 7)dr =0

Considérons alors :

—sgn a, (Thay; (T,t) pourtout r€ [0,z,]
-.—cl r =
1“() 0 pourte [t(,.T]
J=2 s 7

u® =(y, ,...,-z?,-) est un contréle optimal de J,

4 cas:a, (T)<0 et a (T)+J‘;2|a,_, (T,T1d‘[ <0
j=!
Alors u° défini par :

Vte [O,T] Vj=1,..,r, zT, (t): = sgn[a': (T)a]j- (T.1)]  estun controle optimal de J,.

: . TR
S¢cas :a,(T)<0 et a, (T)-t-J‘U %lﬂt,_, (T,‘rla"r >0
Soit 7, la plus petite valeur de 7 dans [0,T] telle que
a;(T)+[" Y o, @)z =0
j=l

0 pour te [0,:0]

—sgn L,c(T)’}”(T,l)] pour (€ ]tl,,T]

constitue un controle optimal de J;.
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